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V nalogi obravnavamo pretoka fluida skozi elastično cev, pri čemer primerjamo razmere pri 
toku newtonske in nenewtonske tekočine. Ko fluid teče po cevi, se zaradi pretoka in same 
lastnosti fluida ustvarja tlačna razlika med vhodom in izhodom iz cevi. Zaradi tega se v cevi 
pojavijo napetosti, ki privedejo do njene deformacije. V prvem delu smo izpeljali 
deformacijski enačbi za fiksno vpeto in za prosto cev iz nelinearno elastičnega materiala, 
nato pa še pretočni enačbi za newtonsko in nenewtonsko tekočino po cevi krožnega prereza. 
Zatem smo s pomočjo programa, napisanega v jeziku Python, izračunali deformacije dveh 
različno vpetih cevi za dva različna materiala: gumo in tkivo človeške vene, pri čemer smo 
za newtonsko tekočino vzeli materialne lastnosti vode, za nenewtonsko tekočino pa podatke 
za kri. Sledila je še primerjava profila hitrosti vode in krvi, kjer smo ugotovili, da je 
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We investigate the flow of fluid through an elastic tube and compare the flow of a Newtonian 
and a non-Newtonian fluid. When fluid flows through a pipe, a pressure difference between 
the inlet and outlet of the pipe is created due to the flow and the viscosity of the fluid itself. 
As a result, stresses are induced in the pipe that lead to its deformation. We first derived the 
deformation equations for a fixed and a freely-deformable, nonlinearly elastic tube, and 
second the flow equations for the Newtonian and non-Newtonian fluids in tubes with a 
circular cross-section. Using a program, written in Python, we calculated the deformations 
of two differently clamped tubes for two different materials: rubber and human vein tissue, 
using water and blood as a reference for the Newtonian and non-Newtonian fluid, 
respectively. We later compared the velocity profile of water and blood, where we 
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Seznam uporabljenih simbolov 
Oznaka Enota Pomen 
   
𝜏 N m-2 strižna napetost  
𝐹 N strižna sila 
𝐴 m2 površina 
𝜂 m2 s-1 dinamična viskoznost 
𝒆 / bazni vektor 
𝑭 / deformacijski gradient 
𝜆 / razteg 
𝝈 N m-2 napetostni tenzor 
∆𝑃 N m-2 razlika tlakov v cevi in okolici 
𝑟, 𝑅 m polmer cevi 
𝑡, 𝑇 m debelina stene cevi 
A, B m notranji in zunanji polmer cevi (nedeformirano stanje) 
a, b m notranji in zunanji polmer cevi (deformirano stanje) 
𝑣 m s-1 hitrost 
𝜌 kg m-3 gostota 
𝑡 s čas 
𝑔 m s-2 gravitacijski pospešek 
𝑝 N m-2 statični tlak 
∆𝑝 N m-2 razlika tlakov na vhodu in izhodu cevi 
𝐿 m dolžina 
𝑄 L min-1 volumski pretok 
?̅? s-1 strižna hitrost / hitrost strižne deformacije 
𝐶 mPa dimenzijski parameter viskoznosti tekočine v MPL 
𝑛 / brezdimenzijski parameter viskoznosti tekočine v MPL 
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1.1 Ozadje problema 
Gumijaste cevi in cevi iz umetnih materialov se pogosto uporabljajo za pretok medijev v 
tehničnih aplikacijah (npr. v prevoznih sredstvih), saj so kemično in mehansko dovolj 
vzdržljive ter zaradi svoje elastičnosti zelo prilagodljive. Gibanje tekočine je predvsem 
pogojeno s smerjo tlačnega gradienta. Kadar spustimo skozi gumijasto cilindrično cev tok 
fluida pod tlakom, bo ta stekel iz področja višjega v področje nižjega tlaka ter povzročil 
deformacijo cevi že zaradi razlike tlakov med notranjostjo in zunanjostjo cevi. Povzročene 
napetosti/deformacije se lahko kažejo kot vibracije ali v primeru večjih tlačnih razlik kot 
uklon, razširitev oz. povečanje preseka cevi. Do katerega od naštetih pojavov bo prišlo, je 
odvisno od velikosti nadtlaka, lastnosti samega fluida, preseka in materialnih lastnosti cevi, 
načina vpetja cevi itn. Zanimale so nas tudi razlike med razmerami pri pretoku newtonskih 
in nenewtonskih tekočin. 
 
Predstavljena študija ima praktični pomen tudi v biomehaniki. Človekov žilni sistem lahko 
obravnavamo kot neprekinjen tok tekočine po tankih elastičnih ceveh. Zaradi povečanja 
pritiska ter prenašanja različnih snovi po krvi prihaja do povečanja trenja ob stenah žil in 
deformacije žil, kar lahko privede do različnih patologij, npr. do nastanka anevrizme. 
Povezan problem predstavlja tudi bolezen ateroskleroze, ki je odgovorna za približno 50 % 
smrti v zahodnem svetu [1]. Problem je prav tako aktualen v industriji brizganja plastike [2]. 
 
1.2 Cilji 
V prvem delu naloge se bomo osredotočili na deformacije tankih elastičnih cevi krožnega 
preseka. Izpeljali bomo deformacijski enačbi za prosto in za fiksno vpeto cev, kjer bomo 
predpostavili deformacije le v osni in v radialni smeri, možnost nesimetričnega deformiranja 
(npr. zaradi uklona) pa bomo zanemarili. Za opis zveze med napetostmi in deformacijami 
bomo uporabili dvo-parametrični Mooney-Rivlinov reološki model. Za geometrijski model 
cevi vzamemo idealno cilindrično obliko s tankimi stenami. Ogledali si bomo primer dveh 
različnih materialov: gume in tkiva vene, za katere predpostavljamo, da je izbrani materialni 
model primeren [3]. Izrisali bomo graf spremembe tlaka od raztezka za različna materiala in 
različno vpetje cevi.  
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V drugem delu naloge bomo posebej obravnavali problem pretoka fluida po ceveh krožnega 
preseka za primer newtonskega in nenewtonskega obnašanja tekočine. Prikazali bomo profil 
hitrosti fluida po radiju cevi za vodo in kri ter primerjali in analizirali njuno obnašanje.  
 
V zaključku bomo povezali problema deformacije cevi in pretoka tekočine. Obravnavali 
bomo primer, kjer bo sprememba tlaka zaradi pretoka predstavljala vzrok za deformacijo 
cevi. Omenjeni problem je zelo aktualen pojav pri človeku, kadar se na stene žil nalaga 
holesterol in druge obloge. Posledično je pretok krvi po telesu oviran, saj se presek žile 




2 Teoretične osnove 
2.1 Nelinearno elastični materiali 
Deformacija cevi je odvisna od geometrije cevi, načina mehanskega vpetja, obremenitve ter 
od materialnih lastnosti. V našem primeru obravnavamo cev iz gume in gumam podobnih 
materialov, za katere privzamemo, da Mooney-Rivlinov reološki model zadovoljivo 
natančno opisuje zvezo med napetostmi in deformacijami. V sproščenem/neobremenjenem 
stanju sestavljajo gumo dolge, medsebojno prepletene verige polimerov, ki so združene med 
seboj z naključno orientiranimi kemijskimi vezmi ogljikovih atomov [4]. Kadar gumo 
raztegujemo, s tem raztegujemo in izravnavamo verige, da postanejo skoraj ravne/linearne 
oblike (slika 2.1). Ena glavnih fizikalnih lastnosti gume je velika stopnja deformabilnosti ter 
povračljivost v prvotno stanje po prenehanju delovanja sile/obremenitve. Zveza med 
napetostmi in deformacijami je že v elastičnemu področju (zaradi kompleksnega obnašanja 




Slika 2.1: Shematska predstavitev obnašanja polimernih verig gume pri raztezanju [4] 
 
Karakteristična krivulja napetost-raztezek za gumo je prikazana na sliki 2.2; maksimalni 
raztezek navadno pade v območje 500-1000 % [4]. Opazimo, da je krivulja za naravno gumo 
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izrazito nelinearna, iz česar ugotovimo, da lahko (linearni) Hookov zakon zanjo uporabimo 
samo za območje zelo majhnih deformacij. Sledi, da moramo za opis velikih deformacij 
gumijastih cevi uporabiti nelinearni reološki model. Obstaja vrsta modelov za obravnavo 
nelinearnega obnašanja nelinearno-elastičnih materialov, kot npr. Neo-Hookov, Mooney-
Rivlinov, Yeohov, Ogdenov, Arruda-Boyceov itn. V naši nalogi bomo uporabili 
dvoparametrični Mooney-Rivlinov model za nelinearno elastične materiale, ki se običajno 
uporablja za aplikacije, kjer material (gume in gumam sorodne snovi) podvržemo do 30 % 





Slika 2.2: Karakteristična krivulja napetost-raztezek za gumo [4] 
 
2.2 Newtonska tekočina 
Splošno je tekočina snov, ki se pod vplivom zelo majhne strižne napetosti nenehno deformira 
in nikoli ne povrne v prvotno obliko [6]. V primeru strižnega toka med vzporednimi 
ploščami (slika 2.3) predstavlja viskoznost odpor proti drsenju tekočine oziroma t.i. 
»notranje trenje« tekočine. Slika 2.3 shematsko prikazuje strižno deformacijo 
delčka/elementa tekočine ter linearno razporeditev hitrosti po višini (v smeri y-osi), ki jo 












2 Teoretične osnove 
5 
 
Slika 2.3: Shematski prikaz strižne deformacije delčka/elementa tekočine in linearne razporeditve 
hitrosti po višini (v smeri 𝑦-osi) [7] 
 
V primeru newtonske tekočine strižne napetosti vedno povzročijo strižno deformiranje in s 
tem tok fluida (samo v stanju mirovanja ni strižnih napetosti v tekočini). Za newtonske 
tekočine velja, da so strižne napetosti linearno odvisne od hitrosti strižne deformacije 
(oziroma gradienta strižne hitrosti). Pri pogojih enostavnega striga (na sliki 2.4 označene s 









V zgornji enačbi 𝜏 predstavlja strižno napetost, 𝐹 silo notranjega trenja, 𝐴 površino plasti 
tekočine, 𝑑𝑣 prirastek strižne hitrosti med dvema »sosednjima« plastema, ki sta za 
infinitezimalno razdaljo 𝑑ℎ oddaljeni med seboj, 𝜂 je dinamični koeficient viskoznosti oz. 
dinamična viskoznost tekočine. Kvocient 𝑑𝑣/𝑑ℎ tako predstavlja gradient hitrosti oz. hitrost 
strižne deformacije.  
 
Viskoznost newtonskih tekočin je pri danem tlaku in temperaturi neodvisna od smeri, jakosti 
ter časa delovanja strižnih napetosti [6]. Takšno obnašanje je običajno za snovi, kot so npr. 
voda, olje, med, organska topila itn. Newtonsko obnašanje fluidov je idealizirano realno 
obnašanje, vendar v veliko primerih dobro opisuje upor fluida proti toku pri normalnih, 
vsakdanjih razmerah [6]. 
 
 
2.3 Nenewtonska tekočina 
Nenewtonske tekočine so v splošnem vse tekočine, ki imajo nelinearno zvezo med strižno 
napetostjo in strižno deformacijo oz. hitrostjo strižne deformacije (slika 2.4). Fluide, za 
katere je značilna rast viskoznosti s strižno hitrostjo (zelena krivulja na sliki 2.4), imenujemo 
dilatantni fluidi (takšen je npr. škrob). Tekočine, katerim viskoznost pada s strižno hitrostjo 
(rdeča krivulja na sliki 2.4), imenujemo psevdoplastične tekočine, kamor spadajo raztopine 
in taline polimerov, barve, kri, lak za nohte itd. [8]. Nekatere snovi se lahko upirajo majhnim 
strižnim napetostim in se pri tem obnašajo kot trdnine. Ko presežejo določeno mejno strižno 
napetost, pa se začnejo obnašati kot tekočine. Takšne materiale imenujemo Binghamske 
plastične tekočine (označene na sliki 2.4 z modro barvo). Značilen primer teh je zobna pasta. 
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Slika 2.4: Odvisnost strižne napetosti od strižne hitrosti za različne vrste tekočin 
 
Viskoznost tekočin, ki ne izkazujejo newtonskega obnašanja, pri danem tlaku in temperaturi 
navadno ni konstantna. To je posledica preurejanja notranje strukture tekočine pod vplivom 
striga in je odvisna tudi od časa delovanja striga. Tako ločimo tudi časovno odvisne in 




















3 Metodologija raziskave 
V tem poglavju bomo izpeljali deformacijski enačbi za fiksno vpeto in za prosto cev iz 
nelinearno elastičnega materiala. Za opis zveze med napetostmi in deformacijami uporabimo 
Mooney-Rivlinov dvoparametrični model. 
 
Zanima nas tudi pretok fluida skozi cev, saj ta povzroči spremembo tlaka na vhodu in izhodu 
iz cevi. V ta namen izpeljemo še pretočni enačbi za laminarni tok newtonske in nenewtonske 
tekočine po cevi krožnega prereza. 
 
 
3.1 Deformacijska enačba za tanko cev 
Obravnavano nelinearno elastično cev bomo modelirali kot geometrijsko idealen votel 
cilinder s tanko steno. V teoretični obravnavi oz. numeričnih simulacijah bomo uporabili 
dvo-parametrični Mooney-Rivlinov model, ki se velikokrat uporablja za modeliranje 
obnašanja naravnih gum kot tudi bioloških tkiv [5, 3]. 
V nadaljevanju bomo analitično opisali deformacijo cevi v radialni in aksialni smeri zaradi 
razlike med tlakom v notranjosti cevi in tlakom okolice. Pri tem predpostavimo, da se začetni 
cilinder v nedeformiranem stanju preslika v drug cilinder le z večjim premerom (slika 3.1). 
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Slika 3.1: Nedeformirano in deformirano stanje cevi / cilindra ter bazni vektorji kartezičnega in 
cilindričnega koordinatnega sistema 
 
Kartezični koordinatni sistem v nedeformiranem stanju (𝑋, 𝑌, 𝑍) (na sliki 3.1 nedefomirano 
stanje prikazano z modro barvo) se ujema s tistim v deformiranem stanju (𝑥, 𝑦, 𝑧) (na sliki 
3.1 je deformirano stanje obarvano z rumeno barvo). Enako velja za cilindrična koordinatna 
sistema v nedeformiranem (𝑅,𝛷, 𝑍) in deformiranem stanju (𝑟, 𝜑, 𝑧). Izhajamo iz točke 𝑷, 
kjer enotski vektorji cilindričnega koordinatnega sistema (𝒆r,P, 𝒆φ,P, 𝒆z,P) sovpadajo z 
enotskimi vektorji kartezičnega koordinatnega sistema (𝒆x,P, 𝒆y,P, 𝒆z,P). V točki 𝑷 tako velja: 
 
𝒆𝑋 = 𝒆𝑅,𝑃     𝒆𝑌 = 𝒆𝛷,𝑃     𝒆𝑍 = 𝒆𝑍,𝑃     in     𝒆𝑥 = 𝒆𝑟,𝑃´     𝒆𝑦 = 𝒆φ,𝑃´     𝒆𝑧 = 𝒆𝑧,𝑃´     (3.1) 
 
 
3.1.1 Deformacija fiksno vpete cevi 
 
Slika 3.2: Fiksno vpeta cev v nedeformiranem (modra) in deformiranem stanju (rumena). 
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V primeru homogenskega deformacijskega stanja brez strižnih deformacij lahko 
deformacijski gradient 𝑭 zapišemo z raztegi v smereh osi koordinatnega sistema. Razteg v 
neki smeri predstavlja razmerje med končno in začetno dolžino vlaken v tej smeri. Splošno 








































Deformacijski gradient 𝑭 (enačba (3.3)) matematično predstavlja 3x3 matriko; 𝜆𝑥,𝑃´, 𝜆𝑦,𝑃´, 
𝜆𝑧,𝑃´, 𝜆𝑟,𝑃´, 𝜆𝜑,𝑃´, pa označujejo raztege v smeri indeksa. Ker predpostavimo, da je cev na 
koncih fiksno vpeta, v 𝑧-smeri ni deformacije (slika 3.2) od koder sledi: 






= 𝜆    ;      𝜆𝑧,𝑃´ = 1 (3.4) 
 
𝑅 v zgornji enačbi predstavlja začetni polmer cilindra, 𝑟 pa je končni polmer cilindra/cevi v 
deformiranem stanju. Za izračun raztega v radialni smeri upoštevamo nestisljivost materiala 
(volumen nestisljivega materiala se pri deformiranju ne spreminja, kar približno velja tako 
za gume kot za večino bioloških tkiv). Tako izrazimo manjkajočo vrednost 𝜆𝑟,𝑃´: 
















) = (𝑭) = (𝑭)𝑇 (3.6) 
 
Po Mooney-Rivlinovem modelu [5] lahko napetosti izračunamo kot: 
𝝈 = 2𝐶1𝑩− 2𝐶2𝑩
−1 + 𝜂𝑰 (3.7) 
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V zgornji enačbi sta 𝐶1 in 𝐶2 materialni konstanti, 𝑩 je enak zmnožku matrike 
deformacijskega gradienta in transponirane istoimenske matrike (3.8) ter 𝜂 nastopa v vlogi 
Lagrange-ovega množitelja. Za naš primer dobimo: 















Ker je problem simetričen (cev je po celotni dolžini enakega prereza in povsod po dolžini 
veljajo enake razmere), nimamo strižnih napetosti. Če združimo enačbi (3.7) in (3.8) dobimo 
povezavo med normalnimi napetostmi in raztegi, zapisanimi po komponentah v smereh 
cilindričnega koordinatnega sistema: 
𝜎𝑟𝑟 = 2𝐶1𝜆
−2 − 2𝐶2𝜆
2 + 𝜂 (3.9) 
𝜎𝜑𝜑 = 2𝐶1𝜆
2 − 2𝐶2𝜆
−2 + 𝜂 (3.10) 
𝜎𝑧𝑧 = 2𝐶1 − 2𝐶2 + 𝜂 (3.11) 
 
Ravnovesne enačbe statike v cilindričnem koordinantnem sistemu ob odsotnosti strižnih 











= 0 (3.13) 
𝜕𝜎𝑧𝑧
𝜕𝑧
= 0 (3.14) 
 
Enačbi (3.13) in (3.14) lahko izpolnimo s konstantnimi vrednostmi napetosti 𝜎𝜑𝜑 in 𝜎𝑧𝑧. 







−2 − 𝜆2) + 2𝐶2(𝜆
−2 − 𝜆2)) (3.15) 
 
V notranjosti cevi imamo nadtlak 𝑝𝑛, v okolici pa tlak 𝑝𝑧 (ki je lahko npr. atmosferski tlak 
≈ 1bar). Z integriranjem radialne napetosti 𝜎𝑟𝑟 (enačbe 3.15) po debelini stene dobimo ravno 
razliko med notranjim in zunanjim tlakom, oz. nadtlak v cevi: 
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 𝑑𝑟 (3.16) 
 
∆𝑃 predstavlja relativni nadtlak v cevi, 𝑎 in 𝑏 predstavljata notranji in zunanji polmer v 
deformiranem stanju. Upoštevamo, da ima cev tanko steno (𝑎 ≈ 𝑏, radij 𝑟 je skoraj konstanten, 















2 − 𝜆−2)(𝑏 − 𝑎) (3.18) 
 
Upoštevamo še, da se prostornina materiala valja pri deformiranju ne spremeni (ker je 
material nestisljiv). Ker obravnavamo primer valja s tankimi stenami, lahko zapišemo (𝐿 je 
dolžina cevi v aksialni (𝑧) smeri): 
𝑉 = (𝜋𝐵2 − 𝜋𝐴2)𝐿 ≈ 2𝜋𝑅(𝐵 − 𝐴) = 2𝜋𝑟(𝑏 − 𝑎) (3.19) 
 
(𝐵 − 𝐴) predstavlja debelino stene 𝑇 v nedeformiranem stanju, (𝑏 − 𝑎) pa predstavlja 











Slika 3.3: Debelina stene cevi v nedeformiranem (levo) in deformiranem stanju (desno) 
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Če vstavimo zgornji izraz v enačbo (3.18) in uporabimo zvezo 𝜆 = 𝑟/𝑅, lahko zapišemo 








3.1.2 Deformacija prosto vpete cevi 
V tem primeru obravnavamo prosto vpeto cev, ki se lahko deformira tako v radialni kot tudi 
v osni smeri (𝑧) (slika 3.4). Posledično pride do razširitve in spremembe dolžine cevi. Prav 











Slika 3.4: Prosto vpeta cev v nedeformiranem (modro) in deformiranem stanju (rumeno). 
 







) = (𝑭) = (𝑭)𝑇 (3.23) 
 
Naprej je postopek enak kot pri fiksno vpeti cevi v poglavju 3.1.1. Iz ravnovesne enačbe v 









− 𝜆2) + 2𝐶2(𝜆
−2 − (𝜆𝑧 ∙ 𝜆)
2)) (3.24) 
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Z integriranjem zgornje enačbe izpeljemo izraz, ki povezuje nadtlak v prosti cevi z 















Pri problemu deformacije prosto vpete cevi si lahko pomagamo z obnašanjem materiala pri 
enoosnem nateznem preizkusu, ki je sličen obravnavanemu primeru. Kadar se pri nateznem  
testu material razteguje, se mu presek zmanjšuje, raztegi v obeh prečnih smereh (𝜆𝑝), kjer se 
material tanjša (oža), pa so enaki in obratni raztegom v smeri raztezanja (λ). Zato velja          
𝜆 ∙ 𝜆𝑝




















3.2 Pretočna enačba za newtonsko tekočino (Hagen-
Poiseuillov zakon) 
Obnašanje newtonskih tekočin opisujejo Navier-Stokesove enačbe. V našem primeru se 
omejimo na obravnavo laminarnega gibanja nestisljive tekočine. Laminarno gibanje je 
slojevito gibanje fluida, kjer se tokovnice med seboj ne mešajo in viskozne sile prevladujejo 
nad vztrajnostnimi silami, ki zadušijo vsakršno motnjo toka, pri čemer je hitrost praviloma 
majhna. S tem preprečimo možnost spremembe hitrosti in tlaka, ki bi nastali zaradi vrtinčenja. 
Pri obravnavi toka fluida v cevi uporabimo Hagen-Poiseuillov model. Ta opisuje ustaljen 




Slika 3.5: Hagen-Poiseuillov tok [10] 
3 Metodologija raziskave 
14 
Zaradi cilindrične geometrije kontinuitetno enačbo zapišemo v cilindričnem koordinatnem 













= 0 (3.27) 
 
Sledi izpeljava za Hagen-Poiseuillov tok po komponentah (𝑟, 𝜃, 𝑧) z uporabo Navier-








































































































































V zgornjih izrazih 𝜌 predstavlja gostoto fluida; 𝑟 je polmer cevi; 𝑡 je čas; 𝑣r, 𝑣𝜃, 𝑣z 
predstavljajo hitrost fluida v smeri indeksa; 𝑔r, 𝑔𝜃, 𝑔z so komponente gravitacijskega 
pospeška v smeri indeksa in 𝜂 je dinamična viskoznost fluida.  
 
Pri ustaljenem toku tekočine po cevi predpostavimo: 
 
- enakomerni laminarni tok (ni sprememb toka s časom) 
- fluid je nestisljiv 
- vpliv gravitacije je zanemarljivo majhen 
- radialna komponenta hitrosti fluida je enaka 0 (𝑣r = 0) 
- cirkularna komponenta hitrosti fluida je enaka 0 (𝑣𝜃 = 0) 
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Namesto 𝑑𝑝/𝑑𝑧 lahko zapišemo -(𝑝𝑉 − 𝑝𝐼)/𝐿, saj predpostavimo konstantni tlačni gradient 
po celotni cevi (razmere v cevi so po celotni dolžini cevi enake). 𝑝𝑉 in 𝑝𝐼 predstavljata tlaka 








































) 𝑟2 + 𝐶1 ln 𝑟 + 𝐶2 (3.35) 
 
Za izračun neznanih integracijskih konstant 𝐶1 in 𝐶2 v enačbi (3.35) upoštevamo robne 
pogoje za tok fluida v cevi: 
 
- 𝑟 = 0: komponenta hitrosti 𝑣z ima končno velikost → 𝐶1 = 0 
- ni zdrsa fluida ob stenah (t.i. no-slip condition): 
𝑣z(𝑅) = 0 → 𝑣z(𝑅) =  (
𝑝I − 𝑝V
4𝜂𝐿





S poznanimi vrednostmi integracijskih konstant lahko za odvisnost komponente hitrosti 𝑣z 




) (𝑟2 −𝑅2) (3.36) 
 
Tlačni padec definiramo kot razliko med vhodnim in izhodnim statičnim tlakom (∆𝑝 ≡ 𝑝V −




) (𝑅2 − 𝑟2) (3.37) 
 
V naslednjem koraku lahko izpeljemo enačbo pretoka fluida v cevi v odvisnosti od tlačnega 
padca. Za pretok fluida 𝑑𝑄 »skozi« infinitezimalno velik delec površine 𝑑𝐴 (slika 3.6) v 
preseku valja/cevi lahko zapišemo: 
𝑑𝑄 = 𝑣z𝑑𝐴 (3.38) 
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Z integriranjem zgornje enačbe po prerezu dobimo celoten pretok po cevi: 
∫𝑑𝑄 = ∫ 𝑣z 𝑑𝐴 →  𝑄 = ∫ 𝑣z 𝑑𝐴 (3.39) 
 
 
Slika 3.6: Infinitezimalno velik delec površine prereza cilindra/cevi velikosti 𝑑𝐴 
 
Delček površine 𝑑𝐴 v cilindričnem koordinatnem sistemu lahko izračunamo kot 𝑑𝐴 =
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃, kar vstavimo nazaj v enačbo (3.39): 





𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃 (3.40) 
 
V enačbo (3.40) vstavimo izraz za 𝑣z(𝑟) iz enačbe (3.37): 
𝑄 = ∫ ∫ (
∆𝑝
4𝜂𝐿





𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃 (3.41) 
 












Končna sprememba tlaka v cevi je odvisna od konstantne dinamične viskoznosti tekočine, 
dolžine cevi, pretoka in polmera cevi. 
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3.3 Pretočna enačba za nenewtonsko tekočino 
Omejili se bomo na obravnavo psevdoplastičnih tekočin, katerim viskoznost pada z 
naraščanjem hitrosti strižne deformacije. Preučevanje lastnosti teh je aktualno z vidika 
uporabe v medicini, saj se npr. kri obnaša podobno kot psevdoplastične tekočine. Izhajamo 













𝑑𝑣z/𝑑𝑟 naprej zapišemo kot ?̅? in predstavlja hitrost strižne deformacije, ki je enaka odvodu 
hitrosti po koordinati 𝑟. Neposredno integriranje enačbe (3.44) ni mogoče, ker je dinamična 
viskoznost 𝜂 funkcija ?̅? in se tako spreminja s strižno hitrostjo (ni konstantna vrednost kot 
pri newtonskih tekočinah). 
 
Za izračun pretočnih enačb za nenewtonsko tekočino uporabimo Ostwald-de Waele-ovega 
zakona, t.i. »Modified Power-Law Viscosity Model (MPL)« [11]. To je matematični model, 
ki obravnava dinamično viskoznost kot nelinearno funkcijo odprtega tipa, definirano kot: 
𝜂 = 𝑓?̅?𝑃𝐿(|?̅?|) = {
𝜂0, |?̅?| ≤ ?̅?1
𝐶|?̅?|𝑛−1, ?̅?1 ≤ |?̅?| ≤ ?̅?2
𝜂∞, |?̅?| ≥ ?̅?2
 (3.45) 
V zgornji enačbi sta  ?̅?1 in ?̅?2 mejni vrednosti strižne hitrosti (»shear-rate«), pri kateri sta 𝜂0 
in 𝜂∞ viskoznosti pri ničelni in neskončni strižni hitrosti; 𝐶 je dimenzijski parameter, 𝑛 pa 
brezdimenzijski parameter viskoznosti tekočine. Vredno je omeniti, da MPL model pokriva 
celotno območje strižnih hitrosti, kadar je ?̅?1 = 0 in ?̅?2 = ∞, zato vrednosti 𝜂0 in 𝜂∞ nista 
vedno nujno potrebni. V naši obravnavi se bomo omejili na takšne primere. Viskoznost tako 
lahko zapišemo kot: 
𝜂 = 𝐶|?̅?|𝑛−1 (3.46) 
 















Ker imamo podobno kot v primeru newtonske tekočine enakomeren tlačni gradient po 
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) (𝑟 = 0) = 0 → 𝐶0 = 0 
































) ;          0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅 (3.49) 
 
Zapišemo še pretok fluida 𝑄: 





Vstavimo izraz za hitrost tekočine (3.49) v zgornjo enačbo (3.50): 





















Z nadaljnjim integriranjem dobimo končni izraz za pretok fluida v odvisnosti od tlačne 
razlike, materialnih lastnosti fluida ter geometrije cevi: 



















3.4 Materialni parametri za gumo in tkivo vene 
Preračune izvajamo v programu Python, saj vsebuje številne priročno vgrajene module za 
simbolično sintakso ter numerične izračune. Najbolj pogosto uporabljena sta modula sympy 
za simbolično in numpy za numerično računanje. 
 
V program najprej vpišemo znane vrednosti geometrijskih in materialnih parametrov, ki 
ostajajo nespremenjeni med preračuni. Za oba materiala (gumo in tkivo vene) so to debelina 
(𝑇 = 0,5 mm) in polmer (𝑅 = 2,5 mm) cevi, za kateri smo vzeli referenčne podatke za tkivo 
vene [3] ter parametra Mooney-Rivlinovega modela 𝐶1 in 𝐶2. Za cev iz gume uporabimo 
vrednosti iz literature 𝐶1 = 0,1 MPa in 𝐶2 = 0,01 MPa povzetih po [12]. Za veno prav tako 
uporabimo že izmerjeni vrednosti 𝐶1 = 0,89 MPa in 𝐶2 = −0,42 MPa iz [3].  
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3.5 Hitrost fluida po cevi 
Fluid v cevi teče iz področja z višjim v področje z nižjim tlakom, pri čemer se bo profil 
hitrosti oblikoval različno v primeru newtonske in nenewtonske tekočine. Za obravnavanje 
newtonske tekočine se sklicujemo na enačbo (3.37). Slednjo preoblikujemo tako, da 
izhajamo iz pretoka in ne spremembe tlaka, saj kot vhodni podatek uporabimo pretok, ki je 
značilen za človekov žilni sistem v veni in sicer je 𝑄 = 5 L/min [13]. Dobimo enačbo, ki 




) (𝑅2 − 𝑟2) (3.53) 
 
Opazimo, da oblika profila hitrosti pri toku newtonskega fluida ni neposredno odvisna od 




















Iz zgornje enačbe lahko razberemo, da oblika profila hitrosti nenewtonske tekočine po cevi 
pri pretoku 𝑄 ni pogojena s konstanto 𝐶, je pa poleg od geometrije cevi odvisna od 
brezdimenzijskega parametra 𝑛. 
 
Pri obravnavi newtonske tekočine uporabimo podatke za vodo, pri nenewtonski tekočini pa 
za človeško kri. Pri vseh nadaljnjih izračunih upoštevamo za obe tekočini že omenjen 
pretok 𝑄 = 5 L/min, značilen za človekov žilni sistem [13]. Prav tako določimo za oba tipa 
tekočin enak polmer cevi, kot pri poglavju 3.4 (𝑅 = 2,5 mm). Za vodo velja, da je 
brezdimenzijski parameter 𝑛 = 1, viskoznost 𝜂 = 0,001 m2 s-1, za kri pa vzamemo vrednost 





4 Rezultati in diskusija 
4.1 Prikaz deformacije gume v primerjavi s tkivom vene 
Upoštevamo podatke za geometrijo cevi iz poglavja 3.4. Prikažimo spremembo tlaka v gumijasti 




Slika 4.1: Nadtlak v cevi v odvisnosti od raztezka 𝜆 za prosto in fiksirano gumijasto cev 
 
Do 1,5x raztezka se cevi obnašata podobno. Za tem pa v prosto vpeti cevi bistveno hitreje 
narašča nadtlak kot v fiksno vpeti, kar lahko razberemo že iz samega naklona zelene krivulje. 
Takšno obnašanje je pogojeno s predpostavko, da se cilinder z začetnim radijem 𝑅, ki je 
fiksno vpet, deformira v cilinder s končnim radijem 𝑟, kjer ne more priti do uklonov oz. 
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upogiba cevi. Če je preračun narejen za iste materialne podatke (kot v primeru na sliki 4.1), 
graf kaže, da od neke vrednosti deformacije naprej lažje deformiramo fiksno vpeto cev kot 
pa prosto cev. 
 
Zanimivo je tudi, da če povečujemo parameter 𝐶2, lahko opazimo, da je fiksno vpeta cev 
vedno stabilna, prosta pa pri določenih materialnih lastnostih izkazuje nestabilnost. V našem 
primeru predstavlja »nestabilnost« nekontrolirano naraščanje radija/deformacije po 




Slika 4.2: Sprememba tlaka v odvisnosti od raztezka za različne materialne konstante 𝐶2 
 
Če povečujemo parameter 𝐶2, povečujemo nestabilnost materiala. Vredno je omeniti, da smo 
povečevali parameter 𝐶2 krepko nad začetno vrednost 0,01 MPa. Za gumo so realne 
vrednosti parametra 𝐶2 do 1,0 MPa (oranžna krivulja). 
 
Tudi v primeru prosto vpete vene dosegamo večje tlake kot pri fiksno vpeti, kot prikazuje 
slika 4.3. V primerjavi z gumo se v fiksno vpeti veni pri podobni deformaciji pojavi približno 
pol manjši tlak. 
 
 
4 Rezultati in diskusija 
22 
 



























4 Rezultati in diskusija 
23 
4.2 Profil hitrosti različnih tekočin po cevi 
Če primerjamo enačbi (3.53) in (3.54) opazimo, da se newtonska tekočina obnaša značilno 
drugače od nenewtonske. V enačbi (3.54) za nenewtonsko tekočino vidimo, da je profil 
hitrosti med drugim pogojen s parametrom 𝑛. Ker za 𝑛 vzamemo realno vrednost za kri (𝑛 =
0,69175) [14], je pričakovati, da porazdelitev hitrosti ne bo enaka kot za vodo. Upoštevamo 




Slika 4.4: Profil hitrosti vode in krvi pri pretoku skozi cev 
 
Iz slike 4.4 lahko razberemo, da nudi kri večji odpor proti strigu kot voda, saj ne dosegamo 
enako velikih končnih hitrosti, kot v primeru toka vode po cevi. Vidna je simetrija toka, saj 
smo predpostavili, da ni vpliva gravitacijske sile, tok je laminaren in ni zdrsa ob stenah cevi. 
V obeh primerih fluida dosegata približno enako hitrost 8 m/s na sredini prereza cevi. Tudi 
fluida tečeta približno enako do milimetra nad in pod osjo cevi, kjer se začne tok krvi 
upočasnjevati.  
 
Če dodatno primerjamo obravnavana primera s fluidom, čigar je indeks 𝑛 = 0,3 (slika 4.5), 
opazimo, da z zmanjševanjem indeksa do 0, teče fluid s postopoma manjšo hitrostjo, ker 
prihaja do večjega trenja ob stenah cevi. Znotraj preseka cevi se pojavi tudi področje s skoraj 
konstantno hitrostjo (na sliki 4.5 prikazano z ravnim navpičnim delom zelene krivulje). 
 
Odpor vode in krvi proti strigu je prikazan tudi na sliki 4.6. Strižne napetosti so izrazito 
simetrične po profilu radija cevi z največjim odporom ob stenah cevi in najmanjšim 
upiranjem na sredini prereza cevi. Voda izkazuje v primerjavi s krvjo močno manjše upiranje 
proti strigu. 
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Slika 4.6: Graf porazdelitve strižne napetosti po profilu (primerjava krvi in vode) 
 
V naslednjem primeru združimo problema pretoka fluida in deformacije prosto vpete cevi. 
Upoštevamo, da zaradi pretoka fluida pride do padca tlaka v cevi, ki je vzrok za njeno 
deformacijo. Primer je prikazan na sliki 4.7. Na koncu cevi imamo zoženje, slično primeru 
ven, kjer se na stenah žil nalagajo obloge, ki zmanjšujejo presek in posledično povečujejo 
hitrosti krvi po žili. Ta odsek obravnavamo kot nedeformabilen del cilindra (slika 4.6). 
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Slika 4.7: Cev sestavljena iz deformabilnega (levo) in nedeformabilnega, zožanega dela (desno) 
 
Ker je tok fluida v ozkem delu precej oviran, je tudi padec tlaka (razlika med tlakom v fluidu 
na vhodu in izhodu iz ozkega dela) zelo velik in ga lahko neposredno izračunamo iz 
pretočnih enačb. Nasprotno temu je padec tlaka v nezožanem delu zanemarljivo majhen, saj 
pretok ni močno oviran. Zaradi tega je notranji nadtlak v nezožanem delu približno 
konstanten in tudi približno enak padcu tlaka v zoženem delu cevi. Ta notranji nadtlak pa 
predstavlja obremenitev cevi (v deformacijskih enačbah (3.21) in (3.26) označen z ∆𝑃). 
 
Za vodo upoštevamo viskoznost 𝜂 = 0,001 m2s−1 in pretok 𝑄 = 5 L/min; za kri 
upoštevamo enak pretok 𝑄 = 5 L/min, 𝐶 = 16,17 mPa, in 𝑛 = 0,69175. Upoštevamo 
pretok vode po gumijasti cevi in pretok krvi po veni. Podatki, potrebni za izračun 




Slika 4.8: Sprememba notranjega nadtlaka v cevi zaradi pretoka vode in krvi 
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Slika 4.9: Deformacija prosto vpete gumijaste cevi in vene v odvisnosti od pretoka vode in krvi 
 
Kri ne povzroča tako velikih deformacij v veni kot jih voda v gumijasti cevi, kjer se raztezek 
v radialni smeri bistveno hitreje povečuje. Opazi se nelinearno obnašanje krvi (rdeča krivulja 
na sliki 4.8 in sliki 4.9) pri manjšem pretoku na območju od 0 − 2 L/min. Če namesto 
prvotnega pretoka 𝑄 = 5 L/min, spustimo skozi cev pretok 𝑄 = 100 L/min, modra krivulja 









Obravnavali smo dva ločena problema: 
 
- Deformacijo dveh različno vpetih cevi iz nelinearno elastičnega materiala pod 
vplivom notranjega nadtlaka 
- Tok newtonske in nenewtonske tekočine skozi cilindrično cev 
 
Problema smo sprva analitično zasnovali ter ju kasneje numerično razširili na obravnavo 
primerov z realnimi vrednostmi materialnih in geometrijskih parametrov. 
 
V primeru deformacije cevi smo obravnavali dve cevi: gumijasto cev in veno. Cevi smo v 
prvem primeru fiksirali tako, da sta se lahko deformirali le v radialni smeri, v drugem 
primeru pa prosto vpeli na enem koncu, da je bil raztezek možen tudi v smeri osi cilindra. 
Pri prostem vpetju smo pri gumi pokazali, da pri različnih materialnih lastnostih, bolj 
natančno pri Mooney-Rivlinovem parametru 𝐶2, cev izkazuje nestabilnost, če parameter 
povečujemo. Prav tako smo pokazali, da od neke vrednosti deformacije naprej lažje 
deformiramo fiksno vpeto cev kot pa prosto cev. 
 
Pri toku tekočine skozi cev smo primerjali obnašanje vode in krvi. Ugotovili smo, da se kri 
bolj upira strigu kot voda in tako dosega manjše hitrosti. Ker je tok nenewtonske tekočine 
odvisen od parametra 𝑛, ki določa obnašanje fluida, se bo z zmanjševanjem indeksa 
zmanjševala tudi največja hitrost v hitrostnem profilu. 
 
Za nadaljnje delo bi bilo zanimivo raziskati deformacijo cevi pri nelinearnem tlačnem padcu. 
Prav tako bi lahko upoštevali prosto deformacijo cevi, tako da bi lahko prišlo do njenega 
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